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６章 不定積分

6.1 不定積分とは

　　　　微分： 34 4x
dx
dy

xy =→=

（不定）積分： ∫ +=→= cxdxxxy 433

4
1

c：積分定数

微分の逆が不定積分である。

6.2 算術関数の不定積分

∫ +
+

= + cx
n

dxx nn 1

1
1

∫ += cedxe xx ∫ += cxdx
x elog
1

∫ +−= cxdxx cossin ∫ += cxdxx sincos

cxdx
x

+=∫ tan
cos

1
2

6.3 関数の定数倍と和の不定積分

∫∫ = dxxfadxxaf )()(

∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()((

例

∫ +−= cxxdx cos3sin3

cxxdxxx ++=+∫ sin
3
1

)cos( 32

問

1) ∫ dxx 2) ∫ ++ dxxx )32( 2

3) ∫ + dx
x

x )
1

( 4) ( )dxxx∫ −− + 3/23/12

5) ∫ + dxxx )cos(sin

解答

1) cx +2/3

3
2

2) cxxx +++ 3
3
1 23 3) cxx e ++ log

2
1 2
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4) cxx ++ 3/13/2 33 5) cxx ++− sincos

6.4 微分の掛け算を利用した積分

)()()()())()(( xgxfxgxfxgxf
dx
d ′+′=

∫∫ ′+′= dxxgxfdxxgxfxgxf )()()()()()( 　を利用する。

公式 ∫ ∫ ′−=′ dxxgxfxgxfdxxgxf )()()()()()(

部分的に積分することから、部分積分とも呼ばれる。

例

cexe

dxexedxxe
xx

xxx

+−=

−= ∫∫

cxxx

xdxxxxdxx

++=

⋅−= ∫∫
cossin

sin1sincos

cxxx

dxxxxx

xdxxdx

e

e

ee

+−=

⋅−=

⋅=

∫
∫∫

log

1log

log1log

∫
∫∫

−−=

−=

xdxexexe

xdxexexdxe

xxx

xxx

sincossin

cossinsin
の関係から、

∫ +−= cxxexdxe xx )cos(sin
2
1

sin

cxxx

dxxxx

xdxxxxdx

++−=

−+−=

+−=

∫
∫∫

2
1

sincos
2
1

)sin1(sincos

cossincossin

2

22

別解　半角の公式を利用してもよい。

問

1) ∫ xdxx sin 2) ∫ xdxx e
n log 3) ∫ dxex x2 4) ∫ xdx3sin

5) ∫= dxexI xn
n  の漸化式（ nI と 1−nI との関係）を求めよ。

6) ∫= xdxI n
n sin  の漸化式を求めよ。
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解答

1) cxxxxdxxxxdxx ++−=+−= ∫∫ sincoscoscossin

2) 

cx
n

xx
n

dxxx
n

xx
n

xdxx

n
e

n

n
e

n
e

n

+
+

−
+

=

⋅
+

−
+

=

++

++ ∫∫
1

2

1

11

)1(
1

log
1

1

1
1

1
log

1
1

log

3) 

cexeex

dxexeex

dxxeexdxex

xxx

xxx

xxx

++−=

+−=

−=

∫
∫∫

22

22

2

2

2

22

4) 
cxxx

xdxxxxxdx

+−−=

+−= ∫∫
32

223

cos
3

2
sincos

sincos2sincossin

5) 

1
1

−
− −=−=

=

∫
∫

n
xnxnxn

xn
n

nIexdxexnex

dxexI

6) 

1
1

221

221

1
sincos

1

sin)sin1()1(sincos

sincos)1(sincossin

−
−

−−

−−

−+−=

−−+−=

−+−==

∫
∫∫

n
n

nn

nnn
n

I
n

n
xx

n

xdxxnxx

xdxnxxxdxI

6.5 変数変換を利用した積分

1. ∫∫ = dz
dz
dx

zfdxxgf )())((  のとき

変数変換：　 dz
dz
dx

dx = 　として計算する。

例

　1) ∫∫∫∫ === zdzdzzdz
dz
dx

zxdx sin
2
1

2
1

sinsin2sin

xz 2= ， dzdx
2
1=

cxcz +−=+−= 2cos
2
1

cos
2
1
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　2) cecedzedzedz
dz
dx

edxe xzzzzx +=+==== ∫∫∫∫ 33

3
1

3
1

3
1

3
1

xz 3= ， dzdx
3
1=

cece xz +=+= 3

3
1

3
1

　3) cxczdzzdxx ++=+⋅==+ ∫∫ 5544 )23(
15
1

5
1

3
1

3
1

)23(

　4) ∫∫∫ −=−=
+

dzzzdz
z

z
dx

x

x
)1(22

1

1
2

2

1+= xz ， 12 += xz ，　 12 −= zx ， zdzdx 2=

cxxczz ++−+=+−= 2/13/23 )1(2)1(
3
2

2
3
2

問　以下の不定積分を行え。

1) ∫ + dxx )54cos( 2) ∫ −
dx

x 13
1

3) ∫ −+ dxx 4)12( 4) ∫ + dxx 23

5) dxe x∫
解答

1) cx ++ )54sin(
4
1

2) cxe +− |13|log
3
1

3) cx ++− −3)12(
6
1

4) cx ++ 2/3)23(
9
2

5) )(222 ∫∫∫∫ −=== dzezedzzezdzedxe zzzzx

cxeceze xzz +−=+−= )1(2)(2

2. ∫∫∫ ==′ dzzfdx
dx
dz

zfdxxgxgf )()()())(( 　　 )(xgz =

変数変換：　 dzdx
dx
dz = 　として計算する。

例

　1) cecedzedxe
dx
dz

dxxedxxe xzzzxx +=+==== ∫∫∫∫
222

2
1

2
1

2
1

2
1

2
2
1

　2) cecedzedx
dx
dz

edxxe xzzzx +=+=== ∫∫∫ sinsincos
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　3) ∫∫∫∫ ==
+

=
+

dz
z

dx
dx
dz

z
dx

x
x

dx
x

x 1
2
11

2
1

1
2

2
1

1 22

cxcz ++=+= 1log
2
1

log
2
1 2

　4) cxfczdz
z

dx
dx
dz

z
dx

xf
xf +=+===

′
∫∫∫ )(loglog

11

)(

)(

問　以下の不定積分を行え。

1) ∫ dxxx )sin( 2 2) ∫ +++ dxex xx 12

)12(

3) xdxx cossin 2 ⋅∫ 4) ∫ dx
x
x

sin
cos

5) ∫ dx
x

x
2cos

解答

1) cx +− )cos(
2
1 2 2) ce xx +++ 12

3) cx +3sin
3
1

4) cxe +|sin|log

5) cxxx e ++ |cos|logtan

6.6 有用な公式

　1) ∫ −
dx

xa 22

1
　のとき、 θsinax = とおく

caxcd +=+== −∫ )/(sin 1θθ

　2) c
xa
xa

a
dx

xaxaa
dx

xa e +
−
+=







−
+

+
=

− ∫∫ log
2
111

2
11

22

　3) ∫∫∫
+==− θθθθ dadadxxa

2
12cos

cos 22222

caxaxax

c
a

c
a

++−=

++=++=

− )]/(sin[
2
1

)cos(sin
2

)22(sin
4

1222

22

θθθθθ

　4) cxaxdx
xax

xa

xax

dx
xa

e +++=
++

+

++

=
+ ∫∫ 22

22

22

22

22
log

1
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θtanax =  としても可能

　5) ∫ +
dx

xa 22

1
　のとき、 θtanax = とおく

cax
a

c
a

d
a

d
a

a
+=+=== −∫∫ )/(tan

111
cos

cos 1
22

2

θθθ
θ

θ

　6) ∫ + dxxa 22 　のとき、

∫∫

∫∫

+−
+

++=

+
−+−+=

+
−+=

dxxadx
xa

axax

dx
xa

aax
xaxdx

xa

x
xxax

22

22

222

22

222
22

22

22

1

22

22 1
log

xa
xax

dx
d

e
+

=++ 　　より、

cxax
a

xax e +++++= 22
2

22 log
22

1

θtanax =  としても可能
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７章 定積分

7.1 定積分と面積

x x+h

S(x)

f(x)

a x

y

b

)(
)(

lim
)()(

lim
)(

00
xf

h
hxf

h
xShxS

dx
xdS

hh
=⋅=−+=

→→

∫ +== cxFdxxfxS )()()(

0)()( =+= caFaS )(aFc −=
ゆえに、　 )()()( aFxFxS −=

一方、　 [ ] )()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a
−==∫ 　と表わすと、以下となる。

SbSdxxf
b

a
==∫ )()( ：面積

7.2 基本的な定積分

例

2)02(
2
1

][ 22
0

2
2
1

2

0
=−==∫ xxdx

3
1

][ 1
0

3
3
1

1

0

2 ==∫ xdxx

1][ 000
=−== ∞−

∞−∞−∫ eeedxe xx

2)11()0cos(cos]cos[sin 00
=−−−=−−=−=∫ πππ

xxdx

0)11()0cos2(cos]cos[sin 2
0

2

0
=−−=−−=−=∫ πππ

xxdx

注）関数の負の部分はマイナスとなる。
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＋

－0 π 2π

1248]21[)1( 4
0

24

0
=+=+=+∫ xxdxx

21)1(]cos[)sin1( 00
+=+−−=−=+∫ ππππ

xxdxx

111
0

1

0
)11()(][)( −−−− −=−−−=−=+∫ eeeeeedxee xxxx

7.3 定積分記号の直感的解釈

∑∑

∫

=
∞→

=
∞→

∆=−=

=

n

i
in

n

i
in

b

a

xxf
n

ab
xf

dxxfS

11

)(lim)(lim

)(

図

　以上より、

∫∑ →
=

∞→

b

a

n

i
n

1

lim ， dxx →∆ 　とみなすことができる。

　計算機で積分の値を求めるときこれらの関係が利用される。

7.4 部分積分

∫ ∫

∫∫
′+′=

′+′=

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxxgxf

dxxgxfxgxfdxxgxf
dx
d

)()()()(

)]()()()([)]()([

一方 左辺 [ ] b
axgxf )()(=

以上より

∫∫ ′−=′
b

a

b
a

b

a
dxxgxfxgxfdxxgxf )()()]()([)()(

例

1)1(][][ 1
0

1

0

1
0

1

0
=−−=−=−= ∫∫ eeeedxexedxxe xxxx
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πππ ππππ
=+−=+−= ∫∫ 0000

][sincoscos]cos[sin xxdxxxxdxx

1][
1

]log[log1log 11111
=−=−=⋅= ∫∫∫ eee

e

e

e

e

e xedx
x

xxxxdxxdx

Iee

xdxexe

xdxexexdxeI

xx

xxx

−+=

−−=

−==

∫

∫∫

)(

sin]cos[0

cos]sin[sin

0

00

000

π

ππ

πππ

)1(
2
1 += πeI

問　部分積分を用いて以下の定積分を行え。

1) ∫ ∞−

0
dxxex 2) edxex x =+∫

1

0
)1(

3) ∫
2/

0
sin

π
xdxx 4) ∫

π2

0
sin xdxx

5) ∫−

0
cos

π
xdxx 6) ∫

e

e xdxx
1

log

7) ∫
1

0

2 dxex x 8) ∫
2/

0

2sin
π

xdx

解答

1)  1 2)  e 3) 1 4) π2−

5)  2 6)  )1(
4
1 2 +e 7) 2−e 8) 

4
π

漸化式となる公式

　　 ∫
∞ −

0
dxex xn

021

0

1

0

1
00

!)1(

][

InInnnI

dxexndxenxexdxexI

nn

xnxnxnxn
n

==−⋅==

=+−==

−−

∞ −−∞ −−∞−∞ − ∫∫∫
L

1][ 000 =−== ∞−∞ −∫ xx edxeI 　より、

!! 0 nInI n ==

　　 ∫
2/

0
sin

π
xdxn
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nn

nn

n

nn

nn
n

InIn

xdxnxdxn

dxxxn

xdxxxnxx

xdxxxdxI

)1()1(

sin)1(sin)1(

)sin1(sin)1(

coscossin)1()]cos([sin

sinsinsin

2

2/

0

2/

0

2

2/

0

22

2/

0

22/
0

1

2/

0

12/

0

−−−=

−−−=

−⋅−=

⋅−+−⋅=

⋅==

−

−

−

−−

−

∫∫

∫

∫

∫∫

ππ

π

ππ

ππ

ゆえに、 2

1
−

−= nn I
n

n
I

但し、
2

1
2/

00

ππ

∫ == dxI ， 1sin
01 == ∫
π

xdxI

これを用いて、

22
1

22
32

2
12

2

π⋅⋅
−
−⋅−= L

n
n

n
n

I n 1
3
2

12
22

12
2

12 ⋅⋅⋅
−
−⋅

+
=+ L

n
n

n
n

I n

例えば、

16
3

22
1

4
3

4

ππ =⋅⋅=I
15
8

1
3
2

5
4

5 =⋅⋅=I

また同様にして、以下も示される。

n
nn Ixdxxdx == ∫∫

2/

0

2/

0
sincos

ππ

7.5 定積分の変数変換

∫∫ =
)(

)(
)())((

bg

ag

b

a
dz

dz
dx

zfdxxgf

特に、 ∫∫ =′
)(

)(
)()())((

bg

ag

b

a
dzzfdxxgxgf

例

∫
2/

0
2sin

π
xdx　について

不定積分を用いる方法

1)11(
2
1

]2cos
2
1

[2sin 2/
0

2/

0
=+=−=∫ ππ

xxdx

変数変換を用いる方法

xz 2= ， dxdx
dx
dz

dz 2==  であるが、

変数変換することにより、積分範囲も変わる。
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2/0 π→=x ， π→= 0z

1)11(
2
1

]cos[
2
1

2
1

sin2sin 00

2/

0
=+=−== ∫∫ πππ

zdzzxdx

例

∫ +
1

0

3)12( dxx 　について

変数変換を用いる方法

12 += xz ， dxdz 2=  であるが、

変数変換することにより、積分範囲も変わる。

10 →=x ， 31→=z

10)13(
8
1

]
4
1

[
2
1

2
1

)12( 43
1

43

1

31

0

3 =−===+ ∫∫ zdzzdxx

例

13][
2

2

2

1
2

12

1

2

1

12

1 3
1

2/13

1

2/12

1

2

1
−===

−
=

− ∫∫∫ − zdzzdx
x

dx
x

)1(
2
1

][
2
1

2
1

2
2
1 44

0

4

0

2

0

2

0

22

−==== ∫∫∫ eedzexdxedxxe zzxx

3log1log3log][log
1

1
12 3

1

3

1

1

0 2 eeee zdz
z

dx
xx

x =−===
++

+
∫∫

　　一般に　 |)()(|log]||[log
1

)(

)( )(
)(

)(

)(
afbfzdz

z
dx

xf
xf

e
bf
afe

bf

af

b

a
===

′
∫∫

よく知られた変数変換

2cos
cos

1

1 2/

0

2/

0

1

0 2

πθθ
θ
θ ππ

===
− ∫∫∫ dddx

x

θsin=x θθθ
θ

dd
d
dx

dx cos==

一般に、
22 xa − の場合は θsinax =

4cos
1

tan1
1

1
1 4/

0

4/

0 22

1

0 2

πθθ
θθ

ππ
==

+
=

+ ∫∫∫ dddx
x

一般に、 22 xa + の場合は θtanax =

7.6 回転図形の体積・曲線の長さ

1. 回転図形の体積
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定積分： ∑∫
=

∞→
∆==

n

i
i

n

b

a
xxfdxxfV

1

)(lim)( ，
n

ab
x

−=∆

∆x

x

y

y=f(x)

∑∑
=

∞→
=

∞→
∆=∆=

n

i
i

n

n

i
i

n
xxfxyV

1

2

1

2 )(limlim ππ ，
n

ab
x

−=∆

∫∫ ==
b

a

b

a
dxxfdxyV )(22 ππ

例　底半径 r  高さ h  の三角錐の体積

x
h
r

y = 　として、

hrx
h
r

dxx
h
r

dxyV
h

hh 2

0

3
2

2

0

2
2

2

0

2

3
1

3
1 ππππ =



=== ∫∫

＝
3
1
×底面積×高さ

例　球の体積
222 ryx =+ 222 xry −= 　として、

3333222

3
4

)
3
1

(2]
3
1

[)( rrrxxrdxxrV r
r

r

r

ππππ =−=−=−= −−∫
2. 曲線の長さ

dx
dy

dl

y

b xa
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222 dydxdl += 　より、

dxxfdx
dx
dy

dydxdl )(11 2
2

22 ′+=





+=+=

公式 ∫ ′+=
b

a
dxxfL )(1 2

例　円周の長さ

222 ryx =+ 22 xry −=

dx
xr

r
dx

xr
x

dl
22221

−
=

−
+=

rrdr
r

rdx
xr

r
L

r
ππθθ

θ
π

2
2

4cos
cos
1

44
2/

00 22
===

−
= ∫∫

θsinrx = ， θθdrdx cos=

例　 2

2
1

xy =  の 10 ≤≤ x の長さ

dxxdl 21+=

公式　 cxax
a

xaxdxxa e +++++=+∫ 22
2

2222 log
22

1

( ))21(log2
2
1

1log
2
11

2
11

1

0

221

0

2

++=





 ++++=+= ∫

e

e xxxxdxxL

例　 xy 2=  の 10 ≤≤ x の長さ

( ) dx
x

x
dxxdl

1
11

2 +=+=

∫∫ +=+=
1

0

21

0
12

1
dzzdx

x
x

L

xz = ， dzdx
x

=
2

1

上の結果を用いて、

)21(log2 ++= eL
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８章 微分方程式

8.1 微分方程式とは

関数の微分を含んだ方程式　→　関数の形を求める。

例

条件の付かない場合

1+= x
dx
dy

両辺を xで積分する。

cxxdxxdx
dx
dy

y ++=+== ∫ ∫ 2

2
1

)1( 積分定数が残る

条件の付く場合

1+= x
dx
dy

　　 0=x のとき 1=y

cxxy ++= 2

2
1

0=x を代入し、 1== cy

ゆえに、 1
2
1 2 ++= xxy 積分定数を決める

8.2 代表的な微分方程式の解法

１） )(xf
dx
dy = の場合

両辺を普通に xで積分する。

∫= dxxfy )( ∫ ∫ +== cydydx
dx
dy

２） )()( ygxf
dx
dy = 　変数分離形

∫∫ = dxxfdy
yg

)(
)(

1

　例　 y
dx
dy =

cxdxydy
y

+=== ∫∫ 1log
1

より、
xccx eeey == +

ce± を改めてcと書いて、 xcey =
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３） )( xyf
dx
dy = 　同次形

x
y

v = 　とおく。 xvy = より、 )(vf
dx
dv

xv
dx
dy =+=

以上より、
x

vvf
dx
dv −= )(

　　変数分離形となり、解きやすくなる。

　例　 1+=
x
y

dx
dy

xx
vv

x
vvf

dx
dv 11)( =−+=−=

cxv e += log

cxxxxvy e +== log

４） )()( xgyxf
dx
dy =+ 　１階線形微分方程式

∫=
− dxxf

zey
)(
とおいて、

)()()(
)()()()(

xge
dx
dz

zexfexzfe
dx
dz dxxfdxxfdxxfdxxf =∫=∫+∫−∫ −−−−

∫= dxxf
exg

dx
dz )(

)( 　の形に変形できる。

∫ ∫∫=∫=
−−

dxexgezey
dxxfdxxfdxxf )()()(

)(

　例 xky
dx
dy =+ 0=x のとき 0=y

kxzey −= 　として、

kxxe
dx
dz =

ce
k

xe
k

dxe
k

xe
k

dxxez

kxkx

kxkxkx

+−=

−== ∫∫

2

11

11

kxkx cekx
k

zey −− +−== )1(
1

2

0=x として、 0
1

2 =+−= c
k

y より、 2

1
k

c =

)1(
1

2
kxekx

k
y −+−=
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４） ky
dx

yd −=2

2

　２階線形微分方程式の特殊な例

公式 )sin( α+= xkAy 　または、 xkcxkcy cossin 21 +=

解法

両辺に
dx
dy
をかけて、

dx
dy

ky
dx
dy

dx
yd −=2

2

ここに、左辺

2

2

2

2
1






=

dx
dy

dx
d

dx
dy

dx
yd

より、

cykydykdx
dx
dyyk

dx
dy +−=−=−=





 ∫∫ 2

2

22
1

1
2

1
2

2
=







− dx
dy

kyc

cxk
ykc

dy ′+±=
−∫ 2/2

θsin
2
k
c

y = 　とおくと、

∫ ∫ ′+±=== cxkdd
k
c

k
c

θθθθ
θ

cos
2

cos
2

1

)sin(
2

)sin(
2

cxk
k
c

cxk
k
c

y ′±=′+±= m

改めて、 A
k
c ±=± 2
， )sin()sin( α+=′ xkcxk m とおくことにより、

)sin( α+= xkAy

別表記

xkcxkc

xkAxkA

xkxkAxkAy

cossin

cossinsincos

)sincoscos(sin)sin(

21 +=

+=

+=+=

αα

ααα
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９章 偏微分

9.1 偏微分とは

)(xfy = ⇒
dx
dy

　変数１つ 常微分

),( 21 xxfy = ⇒
21

,
x
y

x
y

∂
∂

∂
∂

　変数２つ 偏微分

一般に

),,,( 21 nxxxfy L= ⇒
nx
y

x
y

x
y

∂
∂

∂
∂

∂
∂

,,,
21

L

定義

h
xxfxhxf

x
y

h

),(),(
lim 2121

0
1

−+=
∂
∂

→

h
xxfhxxf

x
y

h

),(),(
lim 2121

0
2

−+=
∂
∂

→

変数 ix のみ変化させて他は固定したまま。

∂の読み方、ディーまたはラウンド
一般に

h
xxxfxhxxf

x
y nini

h
i

),,,,(),,,,(
lim 11

0

LLLL −+=
∂
∂

→

表記法は、

ii xxn
ii

fyxxf
xx

y ==
∂
∂=

∂
∂

),,( 1 L 　等

9.2 偏微分の計算

例

21
2
2

2
121 ),( xxxxxxfy ++== 　のとき

21
1

2 xx
x
y +=

∂
∂

， 12
2

2 xx
x
y +=

∂
∂

他の変数は単なる定数と思って微分する。

21 sin xxy =
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2
1

sin x
x
y =

∂
∂

， 21
2

cos xx
x
y =

∂
∂

2
2

2
1 xxey +=

2
2

2
1

1
1

2 xxex
x
y +=

∂
∂

，
2
2

2
1

2
2

2 xxex
x
y +=

∂
∂

9.3 高階の偏微分

21
2
2

2
1 xxxxy ++=

21
1

2 xx
x
y +=

∂
∂

， 12
2

2 xx
x
y +=

∂
∂

2)2( 21
111

2
1

2

=+
∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

xx
xx

y
xx

y

同様に、 22
2

2

=
∂
∂
x
y

12

2

12

12121

2

1)2(

xx
y

xx
xx

y
xxx

y

∂∂
∂=

=+
∂
∂=








∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂

2回偏微分可能で、2階偏導関数が連続であれば、
ijji xx

y
xx
y

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

一般に、n回偏微分可能で、n階偏導関数が連続であれば、偏微分は交換可能

である。

9.4 関数の極値

常微分の場合

　 ax =  において

0=′y 　かつ　 0>′′y 　のとき、極大

0=′y 　かつ　 0<′′y 　のとき、極小

例

yxyyxz 322 −−+= 　の極値を求めよ。

偏微分が 0

02 =−=
∂
∂

yx
x
z

， 032 =−−=
∂
∂

xy
y
z
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この方程式より、

2,1 == yx 　→　 3−=z

極大・極小・その他の判定

22

2

11 =
∂
∂=
x
z

a ， 22

2

22 =
∂
∂=
y
z

a ， 1
22

2112 =
∂∂

∂=
∂∂

∂==
xy
z

yx
z

aa

0211 >=a 　かつ　 0321122211 >=− aaaa

2,1 == yx  において極小値 –3 である。

２変数の場合、

　　 011 >a （または、 022 >a ）のとき、 021122211 >− aaaa ならば、極小

　　 011 <a （または、 022 <a ）のとき、 021122211 >− aaaa ならば、極大

一般に*

)(),,,( 21 xfxxxfy n ≡= L 　とすると

L+
∂∂

∂+
∂

∂= ∑∑∑
= ==

n

i

n

j
ji

ji

n

i
i

i

dxdx
xx

f
dx

x
f

dy
1 1

2

1

)(
2
1)( xx

　である。

ここで、 )( ija=A ，
ji

ij xx
f

a
∂∂

∂=
2

とすると、行列Aをヘッセ行列という。

定理

0xx = において、 0
)( =

∂
∂

ix
f x
であり、ヘッセ行列が正（負）値定符号ならば、 )(xf

は 0xx = で極小（大）である。

正（負）値定符号

　　行列Aが正（負）値定符号とは、微小な iθ に対して )0(0
,

<>∑
ji

jiija θθ である。

正（負）値定符号と同等な条件

　⇔　 0,,0,0,0 >>>> AL

kkkjki

jkjjji

ikijii

jjji

ijii
ii

aaa
aaa

aaa

aa

aa
a （正値定符号）

　　　 0)1(,,0,0,0 >−<>< An

kkkjki

jkjjji

ikijii

jjji

ijii
ii

aaa
aaa

aaa

aa

aa
a L （負値定符号）

　⇔　行列Aの固有値がすべて正（負）
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１０章 重積分

10.1 重積分とは

∫ ∫
b

a

d

c
dydxyxf ),(

xについて cから dまで、 yについて aから bまで積分する。

即ち、体積を求める。

図

10.2 重積分の計算

例

∫ ∫ +
1

0

2

0
)( dydxyx

まず、 yを定数と思って xで積分する。

yxyxdxyx 22][)( 2
0

2
2
1

2

0
+=+=+∫

その後、 yで積分する。（ yx, の順序が逆でも可）

3]2[)22( 1
0

21

0
=+=+∫ yydyy

3]2[

)22(][)(

1
0

2

1

0

1

0

2
0

2
2
1

1

0

2

0

=+=

+=+=+ ∫∫∫ ∫
yy

dyydyxyxdydxyx

例

∫ ∫ +
1

0 0
)(

y
dxdyyx

222
0

2
2
1

0 2
3

2
1

][)( yyyxyxdxyx yy
=+=+=+∫

2
1

][
2
3 1

0
3

2
1

1

0

2 ==∫ ydyy

2

1
][

2

1

2

3

)(][)(

1
0

31

0

2

1

0

22
2
1

1

0 0
2

2
1

1

0 0

===

+=+=+

∫

∫∫∫ ∫
ydyy

dyyydyxyxdydxyx yy

例
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22
22

0

2

0 0
2

0 0 4
1

222
]

2
1

[ ba
ba

ydy
a

ydyxdyxydx
bb ab a

=×=== ∫∫∫ ∫
22

22

000 0 4
1

22
ba

ba
ydyxdxdyxydx

bab a
=×=×= ∫∫∫ ∫

一般に、被積分関数が xと yだけの関数の掛け算のとき、積分は２つの積分の積とし

て計算される。

∫∫∫ ∫ ×=
d

c

b

a

c

b

b

a
dyygdxxfdxdyygxf )()()()(

10.3 積分の変数変換

例

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−− dydxe yx 22

　を計算する。

変数変換　
θ
θ

sin

cos

ry

rx

=
=

　を利用する。

222 ryx =+ ，

θ
θ

drd
r

yx
dxdy

),(
),(

∂
∂=

),(
),(

θr
yx

∂
∂
：ヤコビアン (Jacobian)

rr

rr

rr

yry

xrx

yx

ryrx

r
yx

=+=

⋅−−⋅=
−

=







∂∂∂∂
∂∂∂∂

=
∂∂∂∂
∂∂∂∂

=
∂
∂

)sin(cos

sin)sin(coscos

cossin

sincos

),(
),(

22 θθ

θθθθ
θθ

θθ

θ
θ

θθθ

積分領域の変換

　　 ∞<<∞−
∞<<∞−

y

x
　⇔　

πθ 20

0

<≤
∞<≤ r

πππ

θθ
ππ

=×=−×=

×==

∞−

∞ −∞ −∞

∞−

∞

∞−

−− ∫∫∫ ∫∫ ∫

2

1
2]

2

1
[2 0

2

000

2

0

2

2222

r

rryx

e

drdredrrdedydxe

トピックス
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∫
∞

∞−

− dxe x 2

　通常の定積分ではこの値は求まらない。そこで、

∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

− == dyedxeI yx 22

　として、

π==×= ∫ ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−−∞

∞−

−∞

∞−

− dydxedyedxeI yxyx 22222 　より、

π=I

一般に

n
n

n
n

V

nn
V

dududu
uuu
xxx

uuug

dxdxdxxxxf

u

x

L
L

L
LL

LLL

21

21

21
21

2121

),,,(

),,,(
),,(

),,,(

∂
∂∫∫∫=

∫∫∫

　ここに、

),,,(),,,( 21),,,(21
21

nuuuxxn uuugxxxf
nii

LL
L

 →
=

xV ： xで表した積分領域， uV ：uで表した積分領域

n

n

nn

n

n

n

n

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

uuu
xxx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

L

MOMM

L

L

L

L

21

22

2

2

1

11

2

1

1

21

21

),,,(
),,,(

　：ヤコビアン（Jacobian）
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前期総合演習

問題１　以下の式を具体的に和の形で表せ。答えは求めなくてよい。

１） a k

k =
∑

2

5

２） ( )3 1
1

3

a j
j

+
=

∑ ３） a bk k

k =
∑

2

4

４） ( )a bk k
k

−
=

∑ 1
1

3

５） ( )ai i
i

2

2

5

=
∑ ６） bi i

i
, +

=
∑ 1

3

6

７） k
k =
∑

4

10

８） ( )i
i

2

1

4

1+
=
∑ ９） ( )2 1 2

1

3

k
k

+
=

∑

10） i j
ji

×
==

∑∑
1

3

1

2

問題２　以下の式をΣ記号を用いて表せ。

１）1 2 3 4 20+ + + + +L ２）1 2 3 4 1+ + + + + −L ( )n
３）m m m m r+ + + + + + +( ) ( ) ( )1 2 L ４）a b a b a b1 1 2 2 7 7+ + +L

５）a a a a5 7 9 19+ + + +L ６）a b a b a b a b1 3 2 4 3 5 10 12+ + + +L

７）a b a b a b a b1 2 2 4 3 6 10 20+ + + +L

問題３　以下の和の値を求めよ。

１）1 2 3 50+ + + +L ２）20 19 18 10+ + + + −L ( )
３）3 5 7 29+ + + +L ４）n n n n r+ + + + + + +( ) ( ) ( )1 2 L
５） ( ) ( ) ( ) ( )a r a r a r a r+ + + + + + + + + +1 2 2L

６）1 2 2 2 22 3 9+ + + + +L ７） p p p pn+ + + +2 3 L

８）ar ar ar ar ar5 6 7 8 20+ + + + +L ９）ar ar ar ar ar5 6 7 8 20− + − + −L

10） i
i=
∑

10

100

11） ( )2 1
1

10

i
i

+
=
∑

12） ar i

i=
∑

10

20

13） ( )a i

i

+
=
∑ 1

0

10

問題４　行列A B C, , が以下の様に与えられているとき、次の値を求めよ。

A =
















1 0 0

1 2 4

0 2 1

，B =
















0 0 1

2 1 0

1 1 1

，C = −
− − −

















1 2 3

1 1 0

1 2 3

１）2A ２） t A ３）A B C+ +
４）2A B C− +( ) ５）AB６） t tB A
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７） tr A ８） tr BA ９） A

10） C 11） ABC 12） AA

問題５　以下の行列式の値を求めよ。

１）
0 2

3 5−
２）

1 0 0

2 3 0

5 4 2

３）

0 0 1

0 3 3

4 6 6

４）

1 0 0 1

2 3 0 2

5 8 1 5

7 3 4 9

５）

1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 4

６）

a a a a

b b b b

c c c c

d d d d

７）

1

1

1 1

1 1 1

2 3

2 3 4

2 4 5

3 6

x x x

x x x x

x x x

x x

+
+

+

８）

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

+ + +
+ + +
+ + +

1 1 1

1 2 2

1 2 3

問題６　以下の連立方程式を行列表示で表し、解が１つに求まるかどうか

判定せよ。

１）
ax y b

ax y c

+ =
− − =2

但し、a ≠ 0

２）

3 2 1

2 2

2 2 3

4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 4

x x x x

x x x x
x x x

x x

+ + − =
− + − =

− + =
+ =
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微分演習問題　　　学生番号　　　　　氏名

以下の関数を微分せよ。

1) y x= 5 2) y x= −4 3) y x x= + + −3 5 22 2 4) y e xx
e= + log

5) y x x= +sin cos 6) y x ex= 3 7) y x xe= +( ) log1

8) y x xe= ⋅sin log 9) y
x

x
=

+

2

2
10) y

x
x

= cos
sin

11) y x= +( )2 3 5 12) y x= −sin( )2 1 13) y ex x= −2 2

14) y x x= + +( ) ( )2 1 3 44 5 15) y
e x

x x

x

=
+ +
sin

2 1
16) y

x
x

=
+

sin
2 1
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情報基礎数学演習問題解答（計算は特に [ ] 内までやる必要はありません。）

1) y x= 5 　 ′ =y x5 4

2) y x= −4 　 ′ = − −y x4 5

3) y x x= + + −3 5 22 2 　 ′ = − −y x x6 4 3

4) y e xx
e= + log 　 ′ = +y e

x
x 1

5) y x x= +sin cos 　 ′ = −y x xcos sin

6) y x ex= 3 　 [ ]′ = + = + = +y x e x e x x e x x ex x x x3 3 32 3 2 3 2( ) ( )

7) y x xe= +( ) log1 　 ′ = + +
y x

x
xelog

1

8) y x xe= ⋅sin log 　 ′ = ⋅ +y x x
x

xecos log
sin

9) y
x

x
=

+

2

2
　 ′ = + −

+
= +

+
= +

+








y

x x x
x

x x
x

x x
x

2 2
2

4
2

4
2

2

2

2

2 2

( )
( ) ( )

( )
( )

10) y
x
x

= cos
sin

　 ′ = − ⋅ − ⋅ = −





y x x x x
x x

sin sin cos cos
sin sin2 2

1

11) y x= +( )2 3 5 　 ′ = +y x10 2 3 4( )
12) y x= −sin( )2 1 　 ′ = −y x2 2 1cos( )

13) y ex x= −2 2 　 [ ]′ = − = −− −y x e x ex x x x( ) ( )2 2 2 1
2 22 2

14) y x x= + +( ) ( )2 1 3 44 5

[ ]
′ = + + + + +

= + + +

y x x x x

x x x

8 2 1 3 4 15 2 1 3 4

47 2 1 3 4

3 5 4 4

3 4

( ) ( ) ( ) ( )

(54 )( ) ( )

15) y
e x

x x

x

=
+ +
sin

2 1

( )

{ }
′ =

+ + + − ⋅ +

+ +

=
⋅ − + ⋅ + +

+ +













y
e x e x x x e x x

x x

e x x x x x x

x x

x x x

x

sin cos ( ) sin ( )

( )

sin ( ) cos ( )

( )

2

2 2

2 2

2 2

1 2 1

1

1

1

16) y
x

x
=

+
sin

2 1
′ = + −

+ +
=

+ +








y

x x
x

x
x x

x
x

( )
( )

cos
( )

cos
2 1 2

2 1 2 1
1

2 1 2 12 2
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演習解答

１）y x x= − + +2 6 3

y軸との交点： y = 3

x軸との交点： x = ±3 2 3
極大点：(3, 12)
極小点：なし

変曲点：なし

グラフの概形

0

3

3+2√33-2√3

y

x

(3,12)

２）y x x= − +4 22 1

y軸との交点： y = 1
x軸との交点： x = ±1
極大点：(0, 1)
極小点：(-1, 0), (1, 0)

変曲点： −





1

3

4
9

, , 
1

3

4
9

,





グラフの概形

x

y

-1 1

1

0

３）y e xx= −
y軸との交点： y = 1
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x軸との交点：なし
極大点：なし

極小点：(0, 1)
変曲点：なし

グラフの概形

x

y

0

1

４）y e x= − 2

y軸との交点： y = 1
x軸との交点：なし
極大点：(0, 1)
極小点：なし

変曲点： −





1

2

1,
e

, 
1

2

1,
e







グラフの概形

y

x0

1


