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まえがき

私達の勤務する大学は地方都市にある経営学部の単科大学です。特に経営情報

学科では、科学的な分析知識を必要としながら、なかなか思うような講義が行え

ないのが現状です。これは、学生の学力と学習意欲の差が原因となり、講義の難

易度の焦点を絞りえないのが原因と考えられます。これを補うために参考書は必

須と考えられますが、私達の学生が抵抗なく入っていけるレベルのものはなかな

か見つからないのが現状です。

そこで、読み始めるにしきいが低く、最後は大学院入試に耐えるという構想の

もとに、経営情報学科学生の基礎的学力を養成するシリーズ本を執筆することに

いたしました。厳密性はある程度犠牲にしても、例を重視し直感的な理解を求め

る。これを基本方針として、数学、統計学、ＯＲ、情報科学、プログラミング技

術等について、刊行してゆくつもりです。

講義は、本書の簡単な部分を利用して、独学用には全体を通して学習し、しっ

かりとした基礎学力を付ける。なかなか難しい問題ですが、どこまで理想に近づ

けるでしょうか。本書の作成に当っては、本学学生にモニターの協力をお願いし

ました。学生の目で分かり易さを評価してもらうことは価値のあることだと考え

ます。協力していただいた学生諸君には深く感謝致します。学生の学力向上に本

書が少しでも役立てば、これほどの歓びはありません。

福山平成大学経営情報学科

福井正康
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１章　数列

1.1数列とは

1) 数列の例

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ･･････････

1024, 512, 256, 128, 64, ･･････

3, 5, 2, 3, 4, 7, 1, 8, ･･････････

増加数列，減少数列，それ以外

有限数列，無限数列

a a a a a
S S S S S

n

n

1 2 3 4

1 2 3 4

, , , , , ,

, , , , , ,

L L

L L

2) 等差数列

1, 3, 5, 7, 9, ･･････････ 初項 1   公差 2

100, 90, 80, 70, ･･･････ 初項 100 公差 -10

初項 1.2，公差 0.2の等差数列
初項 a，公差 d の等差数列　　一般項 a a n dn = + −( )1

3) 等比数列

1, 2, 4, 8, 16, ･････････ 初項 1    公比 2

1024, 512, 256, 128, ･･･ 初項 1024公比 1/2

初項 2，公比 3の等比数列

初項 1，公比 1/2の等比数列
初項 a，公比 rの等比数列　　一般項 a arn

n= −1

1.2Σ記号の使用法

使用例

∑
=

=++++
10

1
10321

i
iaaaaa L

∑
=

=++++
20

5
20765

i
ibbbbb L

∑∑
==

==++++
n

k
k

n

i
in aaaaaa

11
321 L
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a a a a ai
i=
∑ = + + +

2

5

2 3 4 5

a a a ai
i

2

1

3

1
2

2
2

3
2

=
∑ = + +

a b a b a b a b a b a bk k
k=
∑ = + + + +

1

5

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

ca ca ca ca ca

c a a a a

c a

i
i

i
i

=

=

∑

∑

= + + +

= + + +

=

1

4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

4

( )

一般に　 ca c ai
i

n

i
i

n

= =
∑ ∑=

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

a b a b a b a b

a a a b b b

a b

i i
i

i
i

i
i

+ = + + + + +

= + + + + +

= +

=

= =

∑

∑ ∑

1

3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1

3

1

3

一般に　 ( )a b a bi i
i

n

i
i

n

i
i

n

+ = +
= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1

i
i=
∑ = + + + +

1

5

1 2 3 4 5

i
i

2

1

5
2 2 2 2 21 2 3 4 5 1 4 9 16 25

=
∑ = + + + + = + + + +

( )i
i

+ = + + + +
=
∑ 1 2 3 4 5 6

1

5

a a a a a a
i=
∑ = + + + +

1

5

a b a b a b a bi i
i

+
=
∑ = + +1

1

4

1 2 2 3 4 5

i
i

n
ni

n

2 1
1
3

2
5

3
7 2 11 +

= + + + +
+=

∑ L

ar a ar ar ari

i

n
n−

=

−∑ = + + + +1

1

2 1L
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a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a

a

ij
ji

ij
ji

i i
i

j j j
j

ij
ij

== == =

=

==

∑∑ ∑∑ ∑

∑

∑∑

=








 = +

= + + + + +
= + + + + +

= + +

=

1

2

1

3

1

2

1

3

1 2
1

3

11 12 21 22 31 32

11 21 31 12 22 32

1 2 3
1

2

1

3

1

2

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

一般に　 a aij
j

n

i

m

ij
i

m

j

n

== ==
∑∑ ∑∑=

11 11

　Σ記号は交換可能

a b a b a b

a b a b a b a b a b a b

a b b a b b a b b

a a a b b

a b

i j
ji

i i
i

i
i

j
j

== =

= =

∑∑ ∑

∑

= +

= + + + + +
= + + + + +
= + + +

= 





1

2

1

3

1 2
1

3

1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2

1 1 2 2 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

1

3

1

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )
2

∑









　一般に　 a b a bi j
j

n

i

m

i
i

m

j
j

m

== = =
∑∑ ∑ ∑= 














11 1 1

　添字毎の掛け算は分解可能

公式

ca c ai
i

n

i
i

n

= =
∑ ∑=

1 1

( )a b a bi i
i

n

i
i

n

i
i

n

+ = +
= = =
∑ ∑ ∑

1 1 1

a aij
j

n

i

m

ij
i

m

j

n

== ==
∑∑ ∑∑=

11 11

a b a bi j
j

n

i

m

i
i

m

j
j

m

== = =
∑∑ ∑ ∑= 














11 1 1
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1.3数列の和の計算

等差数列の和

a a n dn = + −( )1

S a a a a an n i
i

n

= + + + + =
=
∑1 2 3

1

L

計算法

S a a d a n d a n d

S a n d a n d a d a

S a n d a n d a n d a n d

a n

n

n

n

= + + + + + − + + −
+ = + − + + − + + + +

= + − + + − + + + − + + −
= + −

( ) ( ( ) ) ( ( ) )

) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ( )

L

L

L

2 1

1 2

2 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 d n

S na
n n d

n

)

( )

×

= + − 1
2

等差数列の和の演習

以下の和を求めよ。

１） S = + + + + +1 2 3 4 100L

２） S = + + + + + +1 3 5 7 49L

３） S = + + + + +12 17 22 27 97L

等比数列の和

a arn
n= −1

S a a a a an n i
i

n

= + + + + =
=
∑1 2 3

1

L

計算法

S a ar ar ar ar

rS ar ar ar ar ar

r S a ar a r

S
a r

r
r

n
n n

n
n n n

n
n n

n

n

= + + + +

− = + + + +

− = − = −

= −
−

≠

− −

− −

2 2 1

2 2 1

1 1

1
1

1

L

L)

( ) ( )

( )
,

等比数列の和の演習

１） S p p p p= + + + +2 3 10L

２） S ar i

i

=
=
∑

5

10
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２章　行列

2.1行列とは

1 2

5 3







　　

1 1 3

5 2 4

8 1 2

−
−
−
















　　

32 41 23 25

51 24 15 33

81 12 27 48

. . . .

. . . .

. . . .

−
−

− −

















行列の成分















 −−−−
=

7654

3210

1234

A 　について

M

4)(

3)(

31

21

=

−=

A

A

　等

一般的な行列の成分

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

　　成分表示　 ( )A ij ija=

正方行列　A( )n n×

1 2

5 3







　

1 1 3

5 2 4

8 1 2

−
−
−
















　のように行と列の数が等しいもの

一般には

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

対角行列　W( )n n×

W =



















w

w

wn

1

2

0 0

0 0

0 0

L

L

M M O M

L

　　 ( )W ij
i

i ij

w i j

i j
w=

=
≠





=
for

for0
δ (デルタ)
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単位行列　 I ( )n n×

I =



















1 0 0

0 1 0

0 0 1

L

L

M M O M

L

　 ( )I ij ij

i j

i j
= =

=
≠





δ
1

0

for

for
 δij：クロネッカーのデルタ

行列の転置　B A( ) ( )n m m nt× = ×

Aの転置行列　 t A　( T TA A A ′ )

例

A =
−

−
−

















1 1 3

5 2 4

8 1 2

　　 t A = −
− −

















1 5 8

1 2 1

3 4 2

A =
−

−








3 1 6

2 1 5
　　 t A =

−
−

















3 2

1 1

6 5

一般に

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

　　



















=

mnnn

m

m

t

aaa

aaa

aaa

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

A

成分表示

( )t
ij jiaA =

B A= ↔ =t
ij jib a

対称行列　A( )n n×

例







=

32

21
A 　　
















=

425

203

531

A

一般に

B A A= = ↔ =t
ij jib a
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2.2行列の演算

行列の定数倍　B A( ) ( )m n k m n× = ×

例

A =
−

− −








3 1 6

2 1 5
　　2

6 2 12

4 2 10
A =

−
− −









一般に

A =



















a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

のとき k

ka ka ka

ka ka ka

ka ka ka

n

n

m m mn

A =



















11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

より

( ) ( )k ka k
ij ij ij

A A= =

また、B A= k という式は
b b b

b b b

b b b

ka ka ka

ka ka ka

ka ka ka

n

n

m m mn

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

L

L

M M O M

L



















=


















となり、

成分表示では ( ) ( ) ( )B A A
ij ij ij

k k= = または、b kaij ij= となる。

注意）行列が等しいとは、行数、列数とすべての成分が等しいこと

行列の和　C A B( ) ( ) ( )m n m n m n× = × + ×

例

A =
−

− −








3 1 6

2 1 5
　B =

−








2 1 3

2 3 2
のとき

A B+ =
−









5 0 9

0 4 7

一般に

A B+ =

+ + +
+ + +

+ + +



















a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

n n

n n

m m m m mn mn

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

L

L

M M O M

L

( )A B+ = +
ij ij ija b

C A B= + ↔ = +c a bij ij ij
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行列の積　C A B( ) ( ) ( )m n m p p n× = × ×

例

A =
−








1 1 0

0 3 2
　B = −

















2 0

1 3

1 0

AB =
× + − × − + × × + − × + ×

× + × − + × × + × + ×








=
−

−








1 2 1 1 0 1 1 0 1 3 0 0

0 2 3 1 2 1 0 0 3 3 2 0

3 3

1 9

( ) ( ) ( )

( )

A =
−

−
−

















1 1 0

0 2 2

2 1 1

　B =
−

−
















1 1 3

1 2 1

2 1 0

AB =
−

− −
−

















0 3 4

2 2 2

1 1 5

例

( )21)21( =×A ， 





−

=×
231

021
)32(B

( )481)31( −=×AB 　は計算できても、BAは計算できない。

例

A =








1 1

0 1
　B =

−
−









1 0

1 1

AB =
−
−









2 1

1 1
　BA =

− −
−









1 1

1 0

たとえ計算出来ても一般に　AB BA≠
A B( ), ( )m n p q× × 　のとき
　C A B( ) ( ) ( )m q m n p q× = × × と計算出来るのはn p= の場合
　C B A( ) ( ) ( )p n p q m n× = × × と計算出来るのはq m= の場合

成分表示
C A B( ) ( ) ( )m n m p p n

c a b a b a b a bij i j i j ip pj ik kj
k

p

× = × ×

↔ = + + + =
=

∑1 1 2 2
1

L
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行列のトレース　 trA( )n n×

例

A =
−

−
−

















1 1 3

5 2 4

8 1 2

　　 tr trA A= + + − = =1 2 2 1( ) t

成分表示

trA = = + + +
=
∑ a a a aii
i

n

nn
1

11 22 L

2.3 行列の性質と演算

1) IA A= , AI A=

例

A I=
−

−
















=
















1 1 3

1 2 1

2 1 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, 　のとき

AI A=
−

−
































=
−

−
















=
1 1 3

1 2 1

2 1 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 3

1 2 1

2 1 0

IA A=
















−
−

















=
−

−
















=
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 3

1 2 1

2 1 0

1 1 3

1 2 1

2 1 0

例

A I=
− −







 =

















1 2 3

0 1 2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, 　のとき　AI A=

　但し、 IAは計算出来ない。

2) ( )t t tA B A B+ = +

例

A =








1 0

3 2
B =









1 2

1 1
　のとき ( )t

t

A B+ =






 =









2 2

4 3

2 4

2 3
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t A =








1 3

0 2
t B =









1 1

2 1
t tA B+ =









2 4

2 3

3) ( )t t tAB B A=

例

A =








1 0

3 2
B =









1 2

1 1
　のとき ( )t

t

AB =






 =









1 2

5 8

1 5

2 8

t A =








1 3

0 2
t B =









1 1

2 1
t tB A =









1 5

2 8

A B, が対称行列の場合

( )t t tAB B A BA= =

4) ( ) ( )tr trAB BA=

A =








1 0

3 2
　B =









1 2

1 1
　のときAB =









1 2

5 8
　BA =









7 4

4 2

( )tr AB = 9　 ( )tr BA = 9

2.4行列の応用１

1) １次変換

例

′ = −
′ = +

x x y
y x y

2

3

2 1

1 3

2

3

−












 =

−
+









x

y

x y

x y
　より

A =
−








2 1

1 3
　x =









x

y
　 ′ =

′
′







x

x

y
　とすると

上の１次変換は　 ′ =x Ax　と書ける。

2) 連立１次方程式

例
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2 2 3 2

2

3 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x x
x x x

x x x

− + =
+ + =

+ − =
2 2 3

1 1 1

1 3 1

2 2 3

3 1

2

2

3

1

2

3

1 2 3

1 2 3

1 2

−

−

































=
− +
+ +
+ −

















=
















x

x

x

x x x

x x x

x x

　より

A =
−

−

















2 2 3

1 1 1

1 3 1

　x =
















x

x

x

1

2

3

　b =
















2

2

3

　とすると

上の方程式は　Ax b= 　と書ける。
例

x y

x y

+ =
− =
2 4

3 5
　　Ax b=

−













 =







 =

1 2

3 1

4

5

x

y

　　解　 x y= =2 1, 　１つに決まる

x y

x y

+ =
+ =

4

2 2 5
　　 ′ =














 =







 =A x b

1 1

2 2

4

5

x

y

　　解　なし

　　　　場合によっては無数にある場合があるので、１つに決まらない

a a a a11 22 12 21− を計算してみる。

Aの場合 a a a a11 22 12 21 7 0− = − ≠
′A の場合 a a a a11 22 12 21 0− =

この 0であるかどうかが、解が１つに決まるかどうかを決める。

このような量を行列式という。

2.5行列式

例

A =
−








1 2

3 2
　のとき、 A =

−
= × − − × =

1 2

3 2
1 2 2 3 8( )

A =








a b

c d
　のとき、 A = = × − × = −

a b

c d
a d b c ad bc

例
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A =
−

















1 0 2

0 1 3

2 1 1

　のとき

① ② ③

















−112

310

201

　　　

⑥ ⑤ ④

















−112

310

201

⑥⑤④③②① −−−++=A 　で計算する。

A =
−

= × × − + × × + × × − × × − × × − − × ×
= − − − = −

1 0 2

0 1 3

2 1 1

1 1 1 0 3 2 2 1 0 2 1 2 0 0 1 1 1 3

1 4 3 8

( ) ( )

A =
















a b c

d e f

g h i

　のとき

A = + + − − −aei bfg chd ceg bdi ahf

2.7行列式の性質と計算

0) ある行（列）の成分は行列式の計算の各項の中に必ず１回だけ現れる。

1) | | | |t A A=

例

A = = −
1 2

3 4
2 t A = = −

1 3

2 4
2

A = = + =
1 0 2

2 1 0

0 1 1

1 4 5 t A = = + =
1 2 0

0 1 1

2 0 1

1 4 5

2) １つの行（列）に共通因子があればくくり出せる。

例

1 2

2 6
2

1 1

2 3
2 1 2= × = × =
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4 0 8

6 3 0

0 1 1

4

1 0 2

6 3 0

0 1 1

4 3

1 0 2

2 1 0

0 1 1

4 3 5 60= × = × × = × × =

例

A =
















1 0 2

2 1 0

0 1 1

　のとき

2

2 0 4

4 2 0

0 2 2

2

1 0 2

4 2 0

0 2 2

2 2

1 0 2

2 1 0

0 2 2

2 2 2

1 0 2

2 1 0

0 1 1

23

A

A

= = × = × × = × × ×

= ×

一般に

k n n k nA A( )× =

3) ２つの行（列）を入れ換えると符号が変る。

例

1 2

3 4
2= −

3 4

1 2
2=

2 1

4 3
2=

1 0 2

2 1 0

0 1 1

5=
2 1 0

1 0 2

0 1 1

5= −
1 0 2

0 1 1

2 1 0

5= −

4) ２つの行（列）の各成分が同じならば行列式は 0

例

1 2

1 2
0=

1 1 2

0 1 3

1 1 2

0=

4補) ２つの行（列）の各成分が比例するなら、行列式は 0

例

1 2

3 6
3

1 2

1 2
0= × =
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1 1 2

0 1 3

1 1 2

1

1 1 2

0 1 3

1 1 2

0

− − −
= − × =( )

5) ある行列の 1行（列）成分が (1,1) 成分を除いて全て 0のとき、行列式は (1,1) 成分と残りの

行列の行列式との積になる。

例

2054
31

21
4

315

211

004

2054))1(231(4)1(24314

315

211

004

=×=
−

×=
−

=×=−×−××=−××−××=
−

186)1(3
22

14
)1(3

220

140

241

3

2200

1400

2410

5313

−=×−×=×−×=
−−

×=
−−

2 1 3 4

0 1 2 3

0 0 3 8

0 0 0 1

2

1 2 3

0 3 8

0 0 1

2 1
3 8

0 1
2 1 3 1 6

− −
= ×

− −
= × − × = × − × × = −( ) ( )

三角行列の行列式は、対角成分の積に等しい。

6) ある行（列）の成分を 2つの量に分けると、行列式はそれぞれの量を成分とした 2つの行列

式の和に等しい（本年度省略）

例

1 2

3 1
5

− −
=

1 2

3 1

1 2

1 4 1 2

1 2

1 1

1 2

4 2
1 6 5

− −
=

− −
= +

− −
= − + =( )

1 2

3 1

1 0 3 1

3 1

1 3

3 1

0 1

3 1
8 3 5

− −
=

+ −
− −

=
− −

+
−

− −
= + − =( )

7) 1つの行（列）の各成分の定数倍を他の行（列）に加え（引い）ても、行列式の値は変わら
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ない

例

7
70

21

4322

21
,7

51

21

2312

21
,7

32

21
==

++−
=

−
=

++−
=

−

説明　 7
32

21

21

21

32

21

2312

21
=

−
=+

−
=

++−
　（本年度省略）

例

1 2 3

2 6 3

1 5 2

1 2 3

0 2 3

1 5 2

1 2 3

0 2 3

0 3 1

1
2 3

3 1
7= − = −

−
= ×

−
−

=

1 1 1 1

1 2 4 3

1 1 2 6

1 1 1 2

1 1 1 1

0 1 3 2

0 0 1 5

0 0 0 1

1= =

1 1 2 2

1 2 5 6

1 2 7 8

1 3 8 8

1 1 2 2

0 1 3 4

0 1 5 6

0 2 6 6

1 1 2 2

0 1 3 4

0 0 2 2

0 0 0 2

4= =

−

= −

8) 行列式の積の行列式はそれぞれの行列式の積に等しい

AB A B= ×

例

A =








1 2

2 0
　B =

−







2 1

0 1
　AB =

−








2 1

4 2

AB = −8　 A = −4　 B = 2　よって　 AB A B= − = ×8

例

上記のAの場合、 AAA = − = −( )4 643

2.8行列の余因子

行列Aの ij余因子 ∆A ijとは行列Aの ij成分を除いた行列の行列式の値に ( )− +1 i jを

掛けたものである。

例
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A =
















a a a

a a a

a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

　のとき

∆A 11
1 1 22 23

32 33

22 23

32 33

1= − =+( )
a a

a a

a a

a a

∆A 12
1 2 21 23

31 33

21 23

31 33

1= − = −+( )
a a

a a

a a

a a

∆A 23
2 3 11 12

31 32

11 12

31 32

1= − = −+( )
a a

a a

a a

a a

例

A =








a b

c d
　のとき

∆A11
1 11= − =+( ) d d ∆A12

1 21= − = −+( ) c c

bb −=−=∆ +12
21 )1(A ∆A 22

2 21= − =+( ) a a

2.9余因子による行列式の表示

ij

n

k
kjki

n

k
jkik aa δAAA =∆=∆ ∑∑

== 11

例

A =








a b

c d
　のとき

0)(

)(

22122111

12121111

=+−=∆+∆

=−+=∆+∆

babaaa

cbadaa

AA

AAA

他も同様

2.10逆行列

1) 逆行列とは

A =








a b

c d
　のとき、以下の行列を考える。

B =
−

−
−









1
ad bc

d b

c a

すると
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AB

I

=
−









−
−









=
−

−
−







 =







 =

1

1 0

0

1 0

0 1

ad bc

a b

c d

d b

c a

ad bc

ad bc

ad bc

BA

I

=
−

−
−
















=
−

−
−







 =







 =

1

1 0

0

1 0

0 1

ad bc

d b

c a

a b

c d

ad bc

ad bc

ad bc

普通の数：ab ba b a= = ⇔ = −1 1 逆数

行列　　：AB BA I B A= = ⇔ = −1 逆行列

行列Aの逆行列A−1とは、以下の性質を満たすものをいう。

AA A A I− −= =1 1

2) 逆行列の計算

A( )n n

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

× =



















11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

の逆行列A− ×1( )n n は以下で与えられる。

A
A

A A A

A A A

A A A

A

A A A

A A A

A A A

− =



















=



















1

11 12 1

21 22 2

1 2

11 21 1

12 22 2

1 2

1

1

t
n

n

n n nn

n

n

n n nn

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

L

L

M M O M

L

L

L

M M O M

L

但し、 A ≠ 0で、 ∆Aijは行列Aの ij余因子

例

A =








a b

c d
のとき

A
A

A A

A A
− =







=
−

−
−







1 11 21

12 22

1 1∆ ∆
∆ ∆ ad bc

d b

c a
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A =
−









1 3

1 2
のとき、A− =

−





1 1

5

2 3

1 1

A =
−

−

















2 2 3

1 1 1

1 3 1

のとき、A− =
−

− −
−
−

















1 1
6

4 7 5

2 5 1

2 8 4

3) 逆行列の性質

i) ( )AB B A− − −=1 1 1

( ) ( )B A AB B A A B B IB B B I− − − − − −= = = =1 1 1 1 1 1

同様に、 ( ) IABAB =−− 11

( )∴ =− − −B A AB1 1 1

( )ABC C B A− − − −=1 1 1 1

ii) A
A

− =1 1

A A A A

I

− −=

= =

1 1

1
∴ =−A

A
1 1

例

A =
−









1 3

1 2
A− =

−





1 1

5

2 3

1 1

A = 5 A− =1 1
5

4) 連立方程式への利用

2 2 3 2

2

3 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x x
x x x

x x x

− + =
+ + =

+ − =
　⇔　
















=

































−

−

3

2

2

131

111

322

3

2

1

x

x

x

Ax b=
A Ax Ix x

A b

x A b

−

−

−

= =

=

∴ =

1

1

1
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x

x

x

1

2

3

1 1
6

4 7 5

2 5 1

2 8 4

2

2

3

1
6

9

3

0

3 2

1 2

0

















= = =
−

− −
−
−

































=
−

−
−

















=
















−x A b

/

/

注）Ax 0=  で A ≠ 0  のときは必ず x 0= （自明な解）

行列式が 0の場合
2 2 3 0

0

2 0

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x x
x x x

x x x

+ + =
+ + =

+ + =
　⇔　

2 2 3

1 1 1

1 1 2

0

0

0

1

2

3

































=
















x

x

x

2 2 3

1 1 1

1 1 2

1 1 2

1 1 1

1 1 2

0= =

独立な方程式

　
x x x

x x x
1 2 3

1 2 3

0

2 0

+ + =
+ + =

　⇒　
x

x x
3

1 2

0=

= − :未定

2.11 行列の固有値と固有ベクトル

1. 行列 )( nn×A の固有方程式と固有値

uAu λ= 　λ：ラムダ
例







=











y

x

y

x
λ

21

12
　⇔　

yyx

xyx

λ
λ

=+
=+

2

2

これを解くためには、右辺を左辺に持っていき、







=











−











0

0

10

01

21

12

y

x

y

x
λ







=











−

−
0

0

21

12

y

x

λ
λ

この yx, が 0以外の解を持つためには、

0
21

12
=

−
−

λ
λ

0)1)(3(341)2( 22 =−−=+−=−− λλλλλ 　2次方程式

解　 1,3=λ 　　固有値
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一般に

uAu λ= 　 )( nn×A の固有方程式

書き換えて、 ( ) 0uIA =−λ

この方程式が 0u =  以外の解を持つためには、

0=− IA λ 　n次方程式

解　 nλλλλ ,,, 21 L= 　固有値

2. 固有値と固有ベクトル

例







=











y

x

y

x
λ

21

12
　⇔　

yyx

xyx

λ
λ

=+
=+

2

2
　　　固有値　 1,3=λ

固有値　 3=λ 　に対して、







=











y

x

y

x
3

21

12
　⇔　 0=− yx







=

c

c
1u

固有ベクトルの規格化

12 222
11 ==+= ccct uu 　故に　 21±=c







±=

21

21
1u

固有値　 1=λ 　に対して、







=











y

x

y

x

21

12
　⇔　 0=+ yx







−

=
c

c
2u

固有ベクトルの規格化

12 222
22 ==+= ccct uu 　故に　 21±=c








−
±=

21

21
2u

一般に
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uAu λ= 固有値　 nλλλλ ,,, 21 L=
各固有値 iλに対して、

iii uAu λ= iu ：固有ベクトル

1=ii
t uu 　固有ベクトルの規格化

問題　以下の行列の固有値と固有ベクトルを求めよ。

１） 





−

−
=

21

12
A ２） 





=

22

31
A

解答

１） uAu λ= 　が解を持つためには、

0)1)(3(

341)2)(2(
21

12 2

=−−=

+−=−−−=
−−
−−

λλ

λλλλ
λ

λ
固有値　 1,3=λ

固有値　 3=λ 　に対して、

　 





=











−

−
y

x

y

x
3

21

12
cyx =−= 　規格化して、 





±=

21

21
1u

固有値　 1=λ 　に対して、

　 





=











y

x

y

x

21

12
cyx == 　規格化して、 






−
±=

21

21
2u

２） uAu λ= 　が解を持つためには、

0)1)(4(

436)2)(1(
22

31 2

=+−=

−−=−−−=
−

−

λλ

λλλλ
λ

λ
固有値　 1,4 −=λ

4=λ 　の場合

　 





=











−

−
0

0

22

33

y

x
cyx == 　規格化して　 





±=

21

21
1u

1−=λ 　の場合

　 





=











0

0

32

32

y

x
　 cycx

3
2

, −== 　規格化して　 






−
±=

132

133
2u
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3. 固有ベクトルの性質

　 





=

21

12
A 　の場合







±=

21

21
1u ， 






−
±=

21

21
2u

12211 == uuuu tt ， 0
2
1

2
1

21 =




 −±=uut

　 





=

22

31
A 　の場合

12211 == uuuu tt ， 0
26

1

26

2

26

3
21 ≠±=






 −±=uut

一般的性質

　実対称行列の異なる固有値に関する固有ベクトルは直交する。

証明

iii uAu λ= 　の左から固有値 jλ に関する固有ベクトル j
t u をかけて、

ij
t

ji
t

j
t

ij
t

iij
t

uuAuu

uuAuu

λ

λ

==

=

よって、 0)( =− ij
t

ji uuλλ

ji λλ ≠ のとき、 0=ij
t uu

4. 直交行列による対角化

例

行列　 





=

21

12
A 　の規格化された固有ベクトル、 21, uu 　を用いて、

以下の行列を考える。






 −
=




 −==
11

11

2

1

2121

2121
),( 21 uuU

固有ベクトルの性質により、この行列には以下の関係がある。

IUU =t

この関係を満たす行列を直交行列という。

この行列を用いると、行列Aは以下のように対角化される。
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





=




 −






−

=






 −












−

=

10

03

11

11

11

33

2
1

11

11

21

12

11

11

2

1
UAUt

ここで、対角成分は固有値となっている。

一般的性質

　実対称行列Aはある直交行列Uによって以下のように対角化される。その際、
対角成分にはAの固有値 nλλλ ,,, 21 L が並ぶ。



















==

n

t

λ

λ
λ

L

MOMM

L

L

00

00

00

2

1

WUAU

行列Uはそれぞれの固有値に対応する規格化された固有ベクトルを以下のよう

に並べたものである。

),,,( 21 nuuuU L=

注意

　固有値に同じものがk個ある場合は、固有ベクトルuの自由に選べる成分の数

がk個になり、k種類の独立な固有ベクトルが選べる。これらは 1次変換で互い

に直交するように書きかえることができる（Schmidtの直交化）。

重根の場合の例

21, uu について、

12211 == uuuu tt ， 01221 ≠== uuuu ttz 　とする。

11 uv = ， 122 uuv ba += 　とおくと、

0)( 12121 =+=+= bazbatt uuuvv

1)1(22 222222222
22 =−=−+=++= zazazaaabzbat vv

よって、
21

1

z
a

−
= ，

21 z

z
b

−

−=

以上より、 11 uv = ，
2

12
2

1 z

z

−

−= uu
v

5. ２次形式と対角化

準備１　座標系の回転
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yxy
yxx
θθ

θθ
cossin

sincos

+−=′
+=′













−

=





′
′

y

x

y

x

θθ
θθ

cossin

sincos

θ

θ

x’

y

x

ｙ’

θ

θ
(x, y)
(x’, y‘)

準備２　２次形式 xAxt
n

i
jiij xxaz == ∑

=1

AA =t



















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

A 　



















=

nx

x

x

M
2

1

x

２次曲線

楕円 　 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

双曲線 　 12

2

2

2

±=−
b
y

a
x

xyの項がない場合の座標軸を主軸という。

行列表示にすると、

楕円 　 1=xAxt








=

2

2

/10

0/1

b

a
A 　 





=

y

x
x

双曲線 　 1±=xAxt








−

=
2

2

/10

0/1

b

a
A 　 





=

y

x
x

非対角成分が 0でない 122 =++ yxyx の場合、楕円か、双曲線か？







=

121

211
A ， 





=

y

x
x とすると、 1=xAxt

行列Aの固有値 21 , λλ 、規格化された固有ベクトル 21, uu を求め、
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( ) 




 ±
±==

11

11

2

1
21 m

uuU 、　　　4種類ある

このうち、 




 −
=

11

11

2

1
U 　を選び、

IUUUU == tt 　より、

1))()(( =′′=== xWxUxUAUxUxIAIxxAx tttttt






=








 −








−

=






 −












−

=

2/10

02/3

11

11

2/12/1

2/32/3

2
1

11

11

12/1

2/11

11

11

2
1

W








+−
+=











−

==





′
′

=′
2/)(

2/)(

11

11

2

1

yx

yx
y

x

y

x t Uxx

これは座標の回転とみなされ、













−

=





′
′

y

x

y

x

θθ
θθ

cossin

sincos







−

==





− 11

11

2

1
cossin

sincos
Ut

θθ
θθ

座標系を 
4
πθ =  回転すると、 1

2
1

2
3 22 =′+′ yx 　となり、

楕円であることが分かる。

直交行列の 4つの任意性は、主軸の選び方に対応する。

問題

　以下の方程式は楕円を表しているか、双曲線を表しているか判定せよ。また、

座標軸を主軸にするためにはどれだけ回転させればよいか。

１） 13 22 =++ yxyx ２） 85327 22 =++ yxyx

解答

１）







=

12/3

2/31
A より、
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　固有値は、 0)
2
1

)(
2
5

(
4
5

22 =+−=−− tttt
2
5

1 =λ ，
2
1

2 −=λ

1
2
1

2
5 22 =′−′ yx これは、双曲線を表している。

規格化された固有ベクトルは 





±=

1

1

2

1
1u ， 




−
±=

1

1

2

1
2u






 ±
±=

11

11

2

1
m

U

特に、 





−

==





− 11

11

2

1
cossin

sincos
Ut

θθ
θθ

として、回転角は　
4
πθ =

２）







=

532

327
A より、

　固有値は、 0)4)(8(32122 =−−=+− tttt 81 =λ ， 42 =λ

848 22 =′+′ yx （ 1
2

2
2 =

′
+′ y

x ）　これは楕円を表わしている。

　規格化された固有ベクトルは 





±=

1

3

2
1

1u ， 




 −
±=

3

1

2
1

2u






 ±±=
31

13

2
1

m
U

　特に、 






−
==





− 31

13

2
1

cossin

sincos
Ut

θθ
θθ

として、回転角は　
6
πθ =


